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XV-3. 


1. Premettiamo alcuni richiami. Denotiamo con EARLE N funzioni lip- 
schitziane limitate e nonnegative su R‘. Se \ = Ape)» diremo che il vet- 
tore ue r“ è sub-unitario (SU) in x se 


N 
vee pl“ <uz edi ES p ie 
mid 


Una curva assolutamente continua y:[0,T] + R" si dirà \-sub-unitaria 


se 
{(t) è sub-unitario în y(t) q.d. su [0,T]. 


n ; N - ” ; 
Assegnati ora due punti x,y€R se esiste una curva sub-unitaria che 


li congiunge, definiamo la loro distanza ne] modo seguente: 
d(x,y) = inf(T0; 3v:10,T1 + R', v(0) = x, 
y(T) =y, y A-sub-unitaria}. 


Diremo che d(x,y) = +» in caso contrario. Se d(x,y) < +0, Wx,yE aa diremo che 
N, 
R è X-connesso. 

Il risultato che intendiamo provare dà una caratterizzazione delle 
sfere B4(%50) nella metrica d per x€ r" e p>0. Nel seguito, quando non vi sia 
ambiguità, ometteremo l'indice X parlando di curve sub-unitarie e scriveremo 
B per Bq: 

Introduciamo alcune notazioni. Denoteremo con L>0 un numero reale po 


sitivo tale che 
N 
la(x)-a(y)] s Ljx-y] x,y ER". 


Siano x € a, p>0 fissati. Poniamo 


C,(x,p)={u;(8), Ostsp , U = (CPEZZEZITO su, u(0) = x} j = 1a....N. 
E' immediato verificare che 
(1.1) C;(x,0) è un intervallo chiuso e limitato contenente x. 

Definiamo ora 


Ax(x:9) = max als pesa 88 
s.€ C.(X,p) 
Ji @d 
J# k 
Nel seguito, supporremo sempre che 


(H.1) R‘ è \-connesso e d è continua rispetto alla metrica euclidea. 


Una conseguenza immediata di (H.1) è la seguente: 
(1.2) vxeR", wo>o i, (x:9)?0 per k = 1,...;N. 


Supponiamo infatti che esistano x,0,k tali che 1, (4,0) o 
Sarà allora 1, (4,0) = 0 per pel0,p]. Sia ora ye B(x,0); per definizione esiste 


yi[0,T] > u, x SU, y(0) = x, YT) = O<T<5. Dunque, se O<tsT, 


t t 
ERGE J a (r(s))ds :[ a, (A (8) 0a) 08 + 


t 


t 
+ sf Iyy(5)-X1ds st Ax(k,t) + "| Ing (5)-*y]ds = 
o 6 
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Dunque, per la disuguaglianza di Gronwall, y Ct) = x, - Ma allora la “siga 
k 


x+® 3 n &k + x per n > © rispetto alla metrica DA, mentre d(x + * È e ,%)25. Ciò 


prova l'asserto. 
Denotiamo con Q(x,o) il parallelepipedo di p“ definito nel modo se- 


guente: 


N 
Ux,0) = RE (4, -pA, (x,0), xpt0A,(X,0)). 


E' immediato verificare che esiste una costante a>l tale che 
N 
(1.3) B(x,p)CQ(x,ap) WxeR", Yoe [0,1]. 


Se infatti ye B(x,p) esiste una curva SU v:[0,T] + r“ tale che y(0)=x, y(T)=y, 
T <p. Dunque, se O<tsT, 


t t 
y;(t)-x, | :f A; (1(5))ds :[ A j(1(5) 3.0) + 


t t 
* :(S)-X.| ds £ tA.(x,t) +L :(S)-x.[ds, er dels 
[ ly;(5) x;l S ;! ) [ ly;(5) j! per j 
0 (o) 
Dunque, per la disuguaglianza di Gronwall, 
t 
Iyi(t)-x.] s tA.(x,t) +L SA.(x,5) ebltssla S 
J J N) o J 
È L(t-s) 
s (1HL e ds)tA;(x,t) s ata;(x,t) £ ath.(x,at), 
(o) 
dove a = ds 1. 


In particolare, quindi, 


Xi 3 2(T) - x.| £ ap A.(Xap}. 
Iyjzx;l = Iog(P) - al 5 20 A;06500) 
Proveremo ora che esiste una costante b>O tale che 
(1.4) Q(x,p)C B(x,bp) vxer", Yo € (0,9): 


La dimostrazione è più complessa di quella dell'inclusione inversa. Procediamo 


quindi a provare alcuni fatti preliminari. 


(1.5) Fissatix e p€ (0.00) esiste un riordinamento delle variabili (dipendente 


da x e p) tale che 
(i) Aj(x,0) è Xp (x,9) 3..+2 Ay(x:0) 


(ii) Ax(xs0) < 2A (x30) = 2 max rx(5, 
SE C;(x30) 


j<k 


cappe ka?" 3 


Dimostrazione. Permutiamo gli indici {1,...3N} în modo che (i) sia sod 
disfatta e rinumeriamo în corrispondenza le variabili. Osserviamo che, fissato 


kEdl,occgNi 4 SE sj C;060)» jàk, si ha: 


(1.5.1) ay (Spree Ska?) s als pese) + 


N 
+L 1 Ist 


g=kt1 


D'altra parte, se £2k+1 è fissato, esiste y SU, y(0) = x. rylto) = s, con 


Ost #P- Ora, se Ostst, > 
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) = t 
MCENOI Ay(r(0))do <[ A 1} (0)... % 0) + 


(o) 


È * 
+ I ly,(0) - x, {do £ ta (xt) + "I Iyy(0)-x, [do. 


Allora, per la disuguaglianza di Gronwal], 


sg, Ss at At) s apA,(x,0) s (poiché £>k) apA,(x,p). 


Dunque da (1.5.1) segue che 
Ax(xs0) s Af(x,0) + L(N-K)apA, (x,0) 


e quindi la (ii) se po $1/2LN a. 


Siamo ora in grado di provare (1.4). Siano x e o fissati e rinumeria 
mo le variabili come in (1.5). Per semplicità, diamo la dimostrazione nel caso 
N=3. 


Siano SI» 0) € C(x,p)» 9, € C,(x,0) tali che 


€ = |X* pci = XK + 
X9(513%93%3) A3(x,p) 5 X3(0]3973%3) Ag(X,p). Inoltre possiamo sempre supporre 
À 


175351 


Osserviamo ora che, per definizione, esiste una curva SU Yy tale che 


Y(0) = x, tilt) 3 sj» con Ost, s po. Dunque 
- È . - 
(1.4.1) ls12%l s [ lyj(0)]do st, 5 ? ®» analogamente, loj-X, sp. 


Inoltre, esiste una curva SU opportuna y tale che y(0) = x, vat)": 
con Ost, so. Argomentando come in precedenza si ha allora: 


Ira (t)-x| Sat Ag(x.t), 


e dunque 
(1.4.2) 109%) <a tft) apAp(x,9)s2apA3(X,p). 


Sia ora ye Q(x.p); supponiamo J; > di, per j= 1,2,3. Nei casi diversi, la dimo- 
strazione verrà modificata in modo ovvio. 

Per provare che d(x,y) < bp, utilizzando una tecnica già sfruttata in 
casi precedenti ([FL1],[FL2]), costruiremo una poligonale da x a y i cui lati sono 


curve integrali dei campi + 4; = 49; , per j = 1,2,3, nel modo seguente: 


: + 
(1) da (x Xp 3) (S12%2%9) lungo + X 


tt 
(2) da (5,92%) a(5,:92%3) lungo + Ba 
(3) da (5,399 x3)a(9,,99,%3) lungo + X, > 
(4) da (5]:07:%3)2(0,392:3) lungo X,, 

(5) da (5 307:3)@(5,97:Y3) lungo + ko 


(6) da (5307:Y3)a(51:Y2:93) lungo + Ko» 


(7) da (RZILIVIEZIRI lungo + X,. 


Si tratta ora di provare che ciascuno dei sette archi precedenti ha 
lunghezza (richiede cioè un tempo di percorrenza) che può essere controllata da 
una costante assoluta (che dipende solo da N,L) moltiplicata per p. E' ovvio, in 
nanzitutto, che, per (1.4.1) e (1.4.2), la lunghezza dell'arco (1) è <p, mentre 
le lunghezze degli archi (3), (5) e (7) sono s2p. 

Valutiamo ora la lunghezza degli archi (2) e (6); valuteremo cioè 
la lunghezza di un arco lungo + X, da (5,389:53) a (5, 399»83) essendo 


lEg-xp|<oAg(x:9) e LE zXg]<oA3(x0). Per fissare le idee, supponiamo 0>E,. 


XV-9. 
Sia $ la soluzione del problema di Cauchy: 
è = 1,(5,,6,63) 
#(0) = €. 


E' evidente che la curva t>(5,,9(t),E,) è SU. Osserviamo poi che x,(5 


Infatti 


? 1°E9» 8320. 


(1.4.3) \p(5,369283) 5 VASI a a a PR 2 


Iv 


Az(x:0)-pLAp(x,p)-pLA,(x,0) 2(per (1.5) (i) e (ii)) 


milo 


1 
Ap(x:9)-2LoA,(x,9) 2% An(x,0) 


se Po < 1/8L. 


Dunque, tenendo conto del fatto che è 3.0, 
È z t _ 
d(t)-E, = ; A3(5]:9(5),€,)ds :[ Ag(S]3E9»83)ds - 


- Lt(o(t)-£,) è (per (1.4.3)) $ A,(x,0)-Lt(9(t)-5,) 


Allora, se tsl, 


g(t) - E, > Ta) Ap(X,9) 


Ap(x,p) 


e quindi $(10,1]) D [£,.£, + sit) | 


Poichè 0s0,-6,5 l0,-%, +lEg-xg/|s(at1)pA,(x,0), purchè po61/4(1#L)(a+1), sarà 
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do p([0,1]) e quindi 0, = o(t_) per un dato t0€ [0,1]. D'altra parte 


t 
= = 5 Rd E 
(a+1)pA,(x,p)}zoy-Eg=0(t,) Ep = 4(14L) Ap(x,0); 


e quindi to < 4(1+L)(a+1)p. Ciò ci permette di stimare la lunghezza degli archi 
(2) e (6). 

Più semplice è stimare la lunghezza dell'arco (4). Consideriamo la 
soluzione $ del problema di Cauchy 


è = X3(0]9»9) 
9(0) = x, 


E' evidente che la curva t+(9307»9(t)) è SU. Per (1.5) e (1.2), X3(9,30,,%3)?0. 


Argomentando poi come sopra, se tsl risulta 


te 
o(t)-x, DENTI A3(x,0). 


A (x,0) 
Ciò assicura che $([0,1]) > [X33%3 deo ]. D'altra OKy3-X3C0A3(X,0) € 
A3(x,9) 1 
< #4 < HH € quindi esiste to [0,1] tale Va, * o(to)- Sarà allora 


t 
ICI 
pA3(x,9) 2 Y3:X3> HL A3(x,0) 


e quindi to < p(14L). Ciò permette di stimare la lunghezza dell'arco (4) e quin 


di di provare l'asserto (1.4) con b = (1+L)(3(a+t1)+1)+7. 


Dunque 


(1.6) Q(x,p/b)CB(x,p) CQ(x;ap) Wx,p; p sufficientemente vicino a zero. 


XV-11. 
Vedremo nel seguito che un importante ruolo per la regolarità di 


operatori differenziali associati ai campi LS TZELELA è sostenuto dalla (even- 


tuale) proprietà di duplicazione (PD) della metrica d. Più precisamente: 


Diremo che la metrica d è PD e che lo spazio (R",d,dx) (essendo dx la misu- 


ra di Lebesgue) è di tipo omogeneo se esiste A»1 tale che 

(1.7) IB(x,20)| s A|B(x,0)| Wx,p. 

Dalla (1.6) segue che (1.7) è equivalente a 

(1.8) 1Q(x,20)| s B|Q(x,0)] Wx,p per B>I fissato. 
Osserviamo infine che (1.8) è equivalente a 

(1.9) A,(x,20) s BL Ax(x:9) Yx,p 

e per By?1 opportuno per k = 1,...,N. 


Infatti chiaramente (1.9) implica (1.8). D'altra parte 


Ricordiamo che: se d:R, + R, è una funzione crescente tale che 
d(2t) < Colt), allora 
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(1.10) se 0€(0,1), é(6t) 2 - e° é(t), a = 1og,C. 


Incidentalmente, per sottolineare l'importanza di (1.7) in questio- 


nî di regolarità, notiamo che, se (1.7) è verifiata, per (1.9) e (1.10) 


B (x,0) DB (x3C9°), 


d euclidea 
per opportune costanti C ed e. Allora se AE E per j = 1,....N l'operatore 
E = Lx è sub-ellittico, per un risultato di [F/P] (se N = 2 l'affermazione 
j 
è ancora vera se sa cl, per [X]). D'altra parte, un esempio di Morimoto esibi- 


È 2 
sce un operatore în R. con A zl, X,54 


2 3 30%) € C° per il quale la metrica d è 


continua, (1.7) non è verificata e asa ta) non è ipoellittico. 


2. In RE consideriamo un operatore del secondo ordine in forma di di- 


vergenza 
Led salato) 
Pa ij 
UENI 
e e | ìi.j = n 
dove ds 8}; L per i,j La@: 
Supporremo che 
(2.1) esiste v<41 tale che 


2,2 B 1 2 dd 
vw(x)(EJTA E5) 2) a; ;(X)E;E; s7O0(E] 39 BA LO SP 
ij 


\ è una funzione non negativa lipschitziana e limitata ; 
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la distanza d associata ai campi d, e Mg è hélderiana rispetto al- 


la metrica euclidea e (RÉ,d,dx) è uno spazio di tipo omogeneo; 


esiste ME (0,1] tale che vie (0,t,)» Vx = (x 3%) € Ré 


t 
i A(x,+s,X,)ds = Mo max A(x,+s,x ) = Mx,t). 
È L 2 È 2 

-t |s|st 


w è un peso Ao rispetto alla distanza d, cioè 


a ftp sc 


B(x,0) B(x,0) sa 


Yxe R°. p E(0,p_)- 


Sotto le ipotesi precedenti, esiste una classe di spazi naturali asso 


ciati all'operatore L: ad esempio, se l<p<® e QC RE, denoteremo Hi w(2) l'insieme 


delle funzioni u tali che 


Fires Pop Pater + flute < +0, 
2 2 


In modo standard si definiscono allora gli spazi locali, le soluzioni, 


le sopra(sotto)soluzioni... (si veda, ad es., [F/S]). 


Siamo ora in grado di provare il risultato seguente: 
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Teorema I. Siano soddisfatte (3.1)-(3.5). Allora 


: 1,loc A ; ; $ 
(i) se ue aa (9) è una soluzione debole nonnegativa di Lu=0, al- 
Ei 
lora u soddisfa una disuguaglianza di Harnack invariante, esiste 


cioè C>0 indipendente da u tale che WxEQ, Yo< Po 0%) 


sup us C inf u 
B(x,0) B(x,p) 


1, loc 


(ii) se ue H, i è soluzione debole di Lu = 0, allora u è hòlderiana 
El 


(Teor. di De Giorgi-Nash-Moser). 


Prima di dare un'idea della dimostrazione (che ripercorre le linee 
di [F/S]), premettiamo alcune considerazioni sulle ipotesi. Risultati analoghi 


al teorema I sono noti nei casi seguenti: 


(i) inf x290 ([F/K/S] e caso ellittico se w = 1); 
(i) x x(|x,})> osta '(t)saX(t) per .t # 0 ([F/S] e [F/L2] se w=l); 


(iii)  w=1, As|u|, wE 6°, a", # 0 per un meN opportuno in un intorno di un 
1 


punto dato xo (condizione di Hérmander), per [N/S/W] e altri. 


Osserviamo allora che nei casi (ii) e (iii) (il caso (i) è ovvio) 
le ipotesi (2.1)-(2.4) sono soddisfatte. Per quanto riguarda il caso (ii), è 
provato in [F/L1] che 2.3 è soddisfatta. 

D'altra parte, sempre per i risultati di [F/L1] se, ad esempio 


x 3 0si ha: 


Li” 1f* 1 t 
so x(x+s)ds= 3] x(xts)ds > Pt 7 zc_M(,tt) =c, Max M(x,+5). 
-t /t/2 |s|st 
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Per quanto riguarda il caso (iii), la proprietà (2.3) è provata in 


[N/S/W]. Proviamo che anche (3.4) è verificata. Iniziamo con l'osservare che 


(2.6) Se p è un polinomio reale di grado sn, esiste una costante c n° 


dipendente solo da n tale che 


t 
2 Ip(s)|ds = ch Max Ip(s)| , t>0. 
-t |s|st 


Basta infatti osservare che, denotato con Pi il polinomio Pi (s) = p(ts), l'af- 


fermazione precedente è equivalente a 


1 
(2.6') i Ip,(s)|ds = c max |p,(s)|. 
> i n |sksi È 


D'altra parte, entrambe le espressioni in (3.6') sono norme sullo spazio dei po- 


linomi di grado sn che ha dimensione finita e l'affermazione segue. Analogamen- 


te si può provare che, se p(s «Last Ss, esiste ©n '>0 dipendente solo da n ta- 
k=0 
le che 
t n 
I ; k 
(2.7) :[ Ip(s)[ds = Sn ) lay] |t[°. 
HE k=0 


Se dunque (iii) è verificata, posto x, = 0 per xeKsi ha: 


m 
+ + 
u(x 175% “LA tr + 2(x,5)s" Va p(x,s) + as" È 


dove 2 è limitata in K. Allora, basti [a jul= ug0 in k 
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max lu(x,t53%9) | < max |p(x,s)[t vela (per (2.6)) 


|sjst |s|st 


t t 
sl |p(x.s)|ds + cal! sl |u(x,+s3x,)|ds + per, 
ti, (I pp 


D'altra parte, per (2.7), 


t 
1 s pil mim sgi m 
if |p(x,s)|ds = ht la s()| > cutot 


e quindi l'asserzione segue. 

E' facile vedere però che la classe di operatori considerata nel Teo 
rema I è più ampia e contiene situazioni non C° essenzialmente diverse da quelle 
considerate in [F/L2] e [F/S]. 

Consideriamo ad esempio la funzione è = #(|x,1) costruita nel modo 


seguente: sia 0?0; poniamo o(1) = 0, è pi + de, = L 


n 2n° 2(n+1)° n (n+1)° 


e raccor- 


diamo linearmente la $ tra questi punti. La funzione $ è lipschitziana, nonne- 


gativa e limitata. 


1 1 ll, 1 1 
max $57707 aper? ) 


[o,t] n (nt1) 


è) 
_ 
3 
+ 
(e 
—_ 


1#1/a 


Dunque A(0,t) = Mt) vt . D'altra parte, se 
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È Co) 
1 set.l(maset È Faà 
(n+1)° n° o k=nt1 k (k+1) 
1 1 1_1 rh Hi 
a _ 40 
sero na ora 03 a 
k=nt1 k n 


Osserviamo ancora che, per la (PD) della funzione t+A(x,t), la (2.4) 


è equivalente a 


t 
' 1 ' 
(254%) [ Mx t53X)ds = M' max Mxt53%5)- 


t ossst 


Dimostrazione del Teorema I. L'idea fondamentale è quella di costrui- 
re una famiglia di curve uscenti del centro di una sfera e che copra una parte si 
gnificativa della sfera stessa. Successivamente, integrando lungo queste curve, 
si ottiene una formula di rappresentazione di una funzione u analoga a quella di 
u tramite un integrale frazionario del suo gradiente nel caso euclideo. 

Sia e = (e 369)» O<e.<1, i = 1,2. Poniamo e “ [ey 1]x[e »1]. Nel 
seguito, per semplicità scriveremo tA(x,t) = F(x,t). Se &= (E 387) E R, denotiamo 


con H(t,x,€) = (HI(-..)» Ho(...)) la soluzione al tempo t del problema di Cauchy 


ci 
H = H(O,x,E) = x. 
MH)E, 


Proviamo che 


(2.8) Fissato 8€(0,1) esistono e= Eg° Cg€ (0,1) tali che 
Wxe RE, Yoe (0,0) 
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(i) H(rax,e):4, + RÉ è iniettiva; 


(ii) H(r,x,0_)? Data aXytrIxixgtoFbcgr), x7tF(x,0,1)1. 


Sia infatti ye [x ter,xtr]. Si ha: 


Yi 


Hi (root) = Y xtreni E e [98,1]. 


Basta dunque scegliere 6.1 = 8. 
bi 


Fissato ora &, in dipendenza da y: Se te(0,r] si ha: (£j20,6,20) 


1 
t 
Ho(t,x,E) = xotEp i M(xtsE]3H7)ds è 


t t 
= 4% | A(x]t5E»%7)ds - a [ (Ha (s3x3E)-x7)ds 


e, analogamente, 


t t 
Ho(t,X,6) 55%, | xx 158 »*%7)ds i | (H(5,x,E)-x,)ds. 


Ora, se &,s1 e r<1/2L questo implica che 


Pal 


Im 


t t 
(2.9) z| A(x+SE]3%9)dS2H(t,%,E)-x22 3 [ Ax tSE)3%p)ds. 


D'altra parte, ponendo SE] = 0, si ha 


t i be, 
x (x ts E]:*2)ds dr (xt0:X,)do > 
(o) 1 “0 


(poichè te, ster<r, in (2.4')) M'tA(x,tE,)2M'F(x,0t). 
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Analogamente 
€ 
[ Mx tsE 3x7) dssta(x,te,)SF(x,t). 


Dunque, se t € (0,r], 


2M' 
(2,10) 2e,F(x,t)z Ho(t,x,) xè 3 EpF(x,0t)= F(x,c.0t)E 


1 2 


(per (PD)). 


Una prima conseguenza è allora che 
[xa sx, + F(x,c,@r)]c H(r,x,€,310,11). 


Scegliamo allora Ck ” 38. Per quanto provato precedentemente, 


se y7€ [xyt0F(x,cgr)x0tF(x,0,r)1, esisterà E, € [0,1] tale che (E; è fissato) 


Ya = H(r,x,E)389). Dunque, per (2.10), 


2E,F(x,r) P Y7-%5 è 9F(x,cgr) 


2 
e quindi 


n F(x,cg1) 


"2% Flxsr) © “0,2 


ancora per (PD). La (2.8)-(ii) è così provata. 


Supponiamo ora per un momento da X sia Ù: 
dH, Ho sH 
Allora — = t, ——= 0, — è soluzione del problema di Cauchy 
dE) dE, dE, 
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aH sH 


SB, _@ 
st SE (2,0) (H) 3E E, ta (H) 
2 FA 
3H 
n 0 =° 
È 


e quindi, se tsr<r, e Osgosì, 


3H & % 
o» (tax) = X(H) e ds = 
2 (o) 


-r_ sup|oX| (t 
ze 0 È [ x(H)ds. 
0) 


D'altra parte, 


t t È 
[ x(H)ds "| A(x,tSE]»*%9)ds - N] (Hp (53x3E)-x7)ds > 


t t 
:| x (x, tSE]3%9)ds - ni x(xtSE]»H)ds 
(o) (o) 
e quindi, se ts l 
3H, ala t 
(2.11.a) "A AL Lea" Te î x(x,tS8]»%9)ds- 


Analogamente, se F. < 1/2L 


sH 


oO. rsuplaaà| t 
(2.11.b) —(t,x,g) £ 2 e A(x+SE,3X,)dS. 
98, h 3 n n 


XV-21. 
Infine, se O<tsrer <1/2L, 
aH : rsupl 2,2] 


(2.11.c) ia (t,x,e)| s îe 
° 1 


Osserviamo che le costanti (2.11.a), (2.11. b), (2.11.c) e Fi dipendono solo da L; 


dunque un usuale procedimento di regolarizzazione permette p? concludere che 


E > H(t,x,E) è lipschitziana e, se fi < :1/2L; 


A t 4 È 
2e j Ax 1t5515%) )dsa|det SÈ FECE xse)la o :f NG 10851% )ds. 


Osserviamo infine che da (3.11.a) con analogo argomento segue che 


-} ft 
nn * ti_p" 
LA Ue, XE pEp )-H o(t» XE E; 2) la hl Mx +58] 3%p)ds |; HE 


e dunque (i) di (2.8) poichè \ non può annullarsi identicamente su un intervallo. 


Sia ora 


S(00r)=[x 48% trlx[x,t F(x,cgr) XatF(x,0,1)], 
Q'(xar)=fxy rx rx x-F(4,0,1), xa+F(x,cg1)1, 


0%+(x,r) = dro j= 1,2}. 


Nel seguito, quando non vi sia ambiguità, ometteremo di scrivere (xr). 


Supponiamo ue cl e sia (per un Be (0,1)) 


(2.12) IEI = |{yeQ%;u(y) = 03|=6/0%(x,r)|, 


XV-22. 


dove 8 = 6(g) = 1-V1-8/2 . 


Possiamo sempre supporre |E,|= |ENQÙ]a 1 1a}. Risulta 


È) 0 
(2.13) |E,O Sal +: i]. 
Infatti 
1,0 () 8 () ) 0, 
gl =19,1 = 1 0(ELS) = |(Q,ME)LS, = 
0 ) i) 8 È) 
= oe E]+]s,]-1E0S,] = 1E,I#1S,/-1E0S,] > 


2 
B 0 (1-0) 8 (o) 1 B (°) 8 E 
= 01+%7 10 |-|EO S,I = g(1+ DIC I-IE,0S,I » e quindi (2.13). 
Sia ora £ = {EE asH(rogE) e E}. Vogliamo stimare |z|. Ponendo 


H(r,x,E) = y, si ha: 


|x| = ha = f | det di (r,x,6)| lay > 
E E 


ù + 


spia 


r 
ct [ (x, 456,%9)d8)® = 2e ICTENSII > c;(8)» poichè 6=0(8). 


+ 
E 
(A X,r 


Sia ora K una funzione C° a supporto in [e/2,3/2]x[ e7/2,3/21, dove e=e(0(8)) e 


identicamente uno în A. Si ha 
ju(x)] = |u(x)-u(H(r,x,E))|K(E) EES. 


Quindi 


[zl Ju(x)] lrn s 
£ 


r 
:[ dt / de|<Vu(H(t,x,£)), A(t,x,€) > K(y)dy s 
0 


suppK 


La 
:[ dt I de |vu(H(t,x,£))] s (H(t,x,€) = y) 
(o) suppKk 


Cc 


L( 1 J 
st di — dy |v.uly)[. 
i (o) lQ(x,t)] H(t,x,suppK) a 


XV-23. 


D'altra parte, t+H(t,x,t) è una curva SU WE E suppK, ed essendo suppk 


limitato, esiste c,90 tale che H(t,x,suppK)CB(x,c,t 


che della stima di |x|, possiamo concludere che, se QE€(0,1), 


r 
lu(x)| c,0) | at|B(x,t)|®® sup | B(x,1)|7® - 
(o) T>0 


RI MATO 


= (scrivendo per brevità x 


male frazionaria di esponente Q) 


r Q-1 
c0 [ dt|B(x,t)|" - Matia ul () = 


1 
= cr [ dt|B(x,tr)|9! UMVILSOIO > 


; i 
 c3(8)1]B(x,r)9! i Mattruhe p) 00) :] deb, 


2 ). Dunque, tenendo conto an- 


(x,c7r) = 0,8 e designando con M la funzione massi- 


XV- 24. 


dove A è la costante di (PD) per la misura delle sfere e a 5 log,A. Scelto allo- 


ra Q tale che a(Q-1)>-1, si ha: 
(218) ut] s c,(8)rB0e) 1" N frzulx 00. 


Usuali procedimenti di regolarizzazione permettono poi di estendere 
(2.14) a funzioni u lipschitziane. 

Sia ora X fissato e sia u lipschitziana su 
a008) (xe) = È tale che |{yed; uly) = 0}| = 8|0]. Se x€Q esistono costanti as- 


solute Cs e c. tali che 


6 
a°8)(x,c,r)9 È e al8.(x,c,r) cAK,cgr)- 
Si ha: 
|{yE AUERO : uly) = 0} = |tyed 3 uly) = O] 
= 6|Q = 8; 10481 (x,c,e)1, 


dove Bj = 8» 7 essendo una costante assoluta. 


Dunque da (2.14), WxeQ si ha: 
(2.15) pu) s cala) 9 Uli 
° "8 QUI x B(x,c9") 
Tenendo allora conto del fatto che, essendo wE A, 


w(0) | w(x)dx 2 c]p(8)w(B(X,cgm)), 


si ha che, se p22 e k del 


AV* 25 


Fata) s c](8)r 10,8! è 
0) 


-{( Di ICI, e IP aC. 


B(x,cgr) 


D'altra parte, un teorema di continuità per la funzione massimale fra 
zionaria in spazi di tipo omogeneo, in questo caso (Ri va uaar ([F/S], Lemma 4,4) 


permette di maggiorare l'ultimo integrale scritto con 
c,(8)r( j [o ulP)!P se k(1-(1-0)p/2)". 
- À 
B(x,cgr) 


Si ha dunque 


} po u[Pu(x)dx)P. 


(2.16) fu 099 s cp(8)r( 
9 B(x;0g") 


Scegliamo ora 8 = 1/2 e poniamo 8, = 0(3). Se LA è la costante di 


o 
(2.8) e a è la costante di (1.3), se ro /minfa,2a/c, }, si ha: 
Do) 
- - 95 - 
B(x,r)c Q(x,ar)cQ (x,max{a,2a/c, ìr), in quanto 


(o) 


F(x,ar) < F(X, max{a,2a/c, }c, r) = F(x,ar). 
o ‘o 


Come in [F/S] si determina allora peR tale che 


ce 1 da lr 
{ye Q °(x,ar); uzu}| > 210 (x,ar)| 


XV- 26. 


i 1 8 A 
{ye Q “(X,ar); us ut] 2 > |Q k,ar)|. 


Quindi, applicando (2.16) a tuo)” e (u-u) si ha: 
Ci fun] Potx)a) AP 3 c,(Dr( H pulPuf)dx)P. 
q èBari Q(x;6gr) 


D'altra parte (b è definito in (1.4)): 


8 
10 *(x,ar)]s|Q(x,ar)]s]B(X,abr)]sc,y]B(%,r)]: 


con c,. costante assoluta, e quindi 


13 


È pr [Pata P, 


("28 O È; pun] Pa(x)dx) AP 5 cgr( 
B(x,r) IT, 


B(x, 


dove u= u(u,0 30%) e 19? €35 sono costanti assolute. 


In modo usuale allora da (2.17) si ricava la disuguaglianza di Sobo- 


lev-Poincaré: 


(2.18) (4 ucugl Pu(x)ex) PA 5 c,grl Fi; pa u[Pwt) ax), 
B(x.r) B(x;C,gr) 


dove 16 è una costante assoluta, e ug o la media di u su B(x,r) dl, dx o la 
B 


; 1 
media pesata (8) fu 


A questo punto una tecnica introdotta da D. Jerison permette di uti- 
; si ai ‘ int 
lizzare unicamente la struttura di spazio di tipo omogeneo di (R°,d,w(x)dx) per 
riportare la (2.18) a una disuguaglianza "sulla stessa sfera", sostituendo 5 


con 1 e modificando eventualmente 16° 


XV-27. 


Se ora u è una funzione lipschitziana su B = B(x,r) tale che 
|El = ]{y€B ; u(y) = 0}| = 8|B(x,r)|, si ha: 


È di ri 11 
lug] Tg 4 udx| TE] dg ug [dx s3 TE sl |u- ug | dx s 


(poiché weA,)c,,(8) rar fiuggi, 


Combinando queste stime con 1a disuguaglianza di Sobolev-Poincaré 


nella stessa sfera, si ottiene che: 


(2.19) se u è lipschitziana su B = B(Xx,r), r sufficientemente piccolo e 


{yeB ; u(y) = 0}| = g|B|, allora 


diet (x)dx) /KP < c(B)r f |vu]? w(x)dx) /P, 
B B 


A questo punto si ape ripetere i classici argomenti di J. Moser 
adattati alla geometria di cri sd,w(x)dx) come in [F/L2],[F/S] per provare il Teo 
rema I. Il solo punto che resta da provare è l'esistenza di funzioni cut-off mo 
dellate sulle sfere B o sui parallelepipedi Q. 

Siano ora 0<r 12 e Li su [O,t°[, 0sysl, y=1 su [0,r,/r7],y=0 


su [1,te[, |Jy'(t)|s 2(1- arr). Consideriamo la funzione 


e lYa- xol si 
Vr n, 4192) = aL (È CITE) De Vr è C. Se ye dUx,r,) 
fi Ta 2 
Y,nX r 
II £ a e quindi il primo termine è = 1; inoltre 
2 2 


[Yoko] riA(x,r.) r 
ptt Tea poiché A(x,r)sA(x,r 
2 2 


SRI ), 
F(x,r,) rah(xr 2 


e quindi anche il secondo termine è = 1, e quindi 


v (y) = 1. 
Fota 


Se yé QUx,r7)» allora o ly! 2170 Iyy-xg/2F(%r7); 


in ogni caso Met” = 0. 


Inoltre 


INFRLSE 


7 s è 
RR. r r UD) "i 


|a,v (y)|s]w'( 
di ri:"2 ra 2 NE 


Infine 


lyy*l ya xo: 1 
la(y)8, Vr PE ri )a(y)|v Fior) ) Fr) = 


ti yy] 


Ora, sarà I # 0 se ly *1<T2 "a e 
2 9 


2) 
se Na sl 


2 MYA 399) A) 


Isa Trey Fm) 27 (1-r/r7) Fra) 


_ 2Lr, i 2A(X,19) Bs 2A(x,rp)fp dui 
o r,ef (1-r./r,)F(x,1,) © ro-r r 
2°] 12 2 21 1 
i r.(1- —)F(x,r,) 
2 Na 2 


L'asserto è così provato. 
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< 1; in tal caso possiamo scrivere, 


XV- 29. 
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